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ﬁ%The zeros of polynomials converging to an entire function an& its
'aanonlcal representation).

g . In its simplest form the problem treated here is as follows.

ibet {f (Z)} be a sequence of polynomials converging uniformly in every
flnlte domain, The 1limit function f£(z) will be an entire Lunctlon, Now
1f the polynomials f (z) furthermore satisfy the condition that ‘their

:geros, for all n, 11e in a certain (infinite) domain D, what can we say
bout £(z)? :

The limit functions £(z) have been completely characterized before
ifor the following domains D (See the survey by N. Obrechkoff [3) and
compare § 1):
1+ A half-line (essentially by E leguerre, completed by G, Pdlya)

2. A sector with aperture-(??( PSlya)

3« A half-plane (B9 ;xg and Obrechkoff)

é@. A line (Legperre and Pdlya).

 Here we shall give complete characterizations of the limlt functlons
rf(z) for the following domains D :

'5. A domain "corresponding asymptotlcally“ with a sector <f77

6. A sector with aperture > T ' ‘

i?. A "double-sector” with aperture < i’?’ RIS L T

‘8. A domain “corresPOndlng asymntotlcally” with such a double~sector
;9. A strip ("corresponds asymptotlcally" with a line and is therefore
va. particular case of 8) |
10, A "double-sector" with aperture-ﬂror~‘> i?f L i
111, The domain consisting of the k half-llnes arg & = j(Z?ﬁ/k)jfzf§~0
ﬁj = 1: 2;..',1{)

42, 4 domain c0n51st1ng of k arbitrary ha1f~ ines startlng frcm one

&omnﬁ. : .

? Just as Pélx@'s and Obrechkoff‘ - ‘theorems, our theorems are
gsllﬂhtly more eompllcated than purely characterlzlng theorems would ‘be.,
»Our theorems are of the follow1n form. Let X* (z)} be a sequence of
ﬁpolynomlals all zeros of which lie in D as beiore (Gondltlon (z)). Be-
.cause of the restrlctlen on the Zeros of the £ (z) it Wlll be unnece°
sary, in many cases, to suppose explicltly that the sequence {f (z)i
converges uniformly in every flnite domain in order to he sure that
£(z) will be an entlre function. Thus we impose on'{f (z)} only
weaker eonditlons of ccnvergence, (C), which are chosen such that theyg‘
%xmply nnlform conVergence in every fmnlte doma@n in the partmcular '
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case B considered. We then make a statement on the form of the limit
functlon f(z), which is a complete characterlzatlon in the sense that
every entire function of that form is the uniform limit in- every finite
domain of a sequence of polynomials f (z) all zeros of which lie in D.
Our conditions (C) are related partly to older conditions, introduced
by Polya, partly +to newer conditions given by 0, Szdsz (See r4] and
compare § 1),

For our methods of proof see § 2. The proofs of some of our theoremé
have been omitted; all proofs will he given in & Leyden thesis.
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§ 1. Stellingen van E, Laguerre, G, Pdlva, N, Obrechkoff en 0. Szdsz.

Voor een uitvoerigere historische inleiding, dan hier wordt gegeven,
zie men Qbrechkoff [3] s wéar men ock de literatuur tot 1941 vindt opgéé
gevena v

Stelling 1 is in hoofdzaak afkomstag van Laguerre.

Stelling 1. Als de rij veeltermen {£, (2 51 voldoet aen

(Z,) alle nulpunten van f o(2) zijn redel en » 0 (0 =1, 2, 3,.,.);
(CI {f (z)} convergeert unlform in elk eindig domein,

dan is de limietfunctie f(z) ven de . r:d {f'(733 een gehele functle van
z, die te schrlgven is in de gedaante :

.

(1.1 A e%F Jm’ 7\ /’ %/72\))
wazrin » T
(1.2) 4«:0,;,_\mgeheel:ro,kﬁ)o)f Zz <ao

In het volgende stelt C{r) voor de cirkel HC\""’ Z{‘Z)D), S@c)de
seetor MPOAarg ) Szm (&x ) Stellmg 2 is ven }?olxa, | Su
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Stelling 2. Als de rij veeltermen {f (z)ivcldoet asn

(ZZ} alle mulpunten van f (z) liggen in de sector S () (‘&a/ 2,9, )) :
,Waarln ‘ ‘

(1.3 0 « <7
(C&){f (z)} convergeert uniform in een cirkel C(’Z) ‘
‘den geldt (C,) steeds als de limietfunctie £(z) van{f (z)}ln Ctz) *0180
De limietfunctie £(z) is dus altijd geheely hij heeft de gedaante (4.13
met
(1.4) .@/E\S(«) y m geheel 2 O, % € S("i)) <°°"
Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (1, 1) + (1 4) + (1.3;
de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veelcermen
(z)j die zan (Zg) voldoet, o
Het grensgeval X=7 (halfvlak) is behandeld door Pdlys en Obrechkofi.

Stelling 3. Als de rij veeltermen {f (z)} voldoet aan

«Z3) alle nulpunten van f (z) hebben niet-negatief recel deel (n = 1,
2, 3!~,): ( .
en azn (G3) =(Cz), dan geldt (C,) steeds als de llmletfunctle £(z) van

if (z)} in C{x) i 0 is. De limietfunctie f(z) is dus altijd geheels hl;j
heeft de gedaante

(1.5) . tq e—q»zfugz m// (/ “/‘9) z/z,b
waarin
(1 6) | 52("%/) 20, Z 32(:2,‘/) convergeert met som S'—(R(au
b reeel >0, m geheel >0 , pa t’zf.i"’ < bo, ,

| Omgekeerd is elke gehele functie van &e gedaante (1.5) + (1.6) de
uniforme limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen {:t‘ (z)f
die aan (Z3) voldoet. :

Uit een.artikel van Szasz[#]volgt

i

e

Stelling 4, Men kan :m stelling 3 (C;) vervangen door een\"’% Airden .
(Cq_) lm {ﬂ‘ (0) "‘wj bestaat voor j =0, 1, 2yev.p €0
4, # Oy ‘

f(z) kan nu natuurlijk nlet 0 zijn), | ,
(04) {f (z)} convergeert in de punten van een Verzamelmg E met cen
eindig verdichtingspuntj als niet in 2lle puntén van E de limiet f(z) |
van f_fn(z) nul is, dan bestaan er constanten d/, a, zo dat :
o< @ <\ fulo)|< 5 1£L@) <o | £ 0\ < Ay (n 62, 400)

(In pleats van C(r) leze men in stelling 3 nu E. )y : :

- Tot slot de VOlgende stelling van ;_aguerre en olxa.
Stelling 5. Als de rij veeltermen {f,(z)}voldoet aan

(2¢) alle nulpunten ven £,(2) zijn reéel (n = 1, 25 35ee4)s :
en aan (Cs) = (02'), dan geldat (C,) steeds als de limietfunctie f(z) iy
‘{‘:E (z)} in C(r) %0 is. De lmletfunctle f(z) is dus al*tl;;d geheel; ‘
hij hee:ﬁ’c de gedaante (1. 5) met 5 .
(1.7) a, b recel, b<0, m ‘ geheel> O, ZP reeel, > kf < ao, A
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gmgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (1, 5) + (1.7) de
uniforme limiet, in elk eindig domein, van ecen rij veeltermen { £, ( Z)}
die aan (Zﬁ.) voldoedt.
In het volgende worden bewijzen gegeven van stelling 1 t.e.m, 4
met algemenere voorwaarden (c). '

§ 2, Hulpmiddelen, die wij in het volgende gebruiken.,

Wij begirmen met een stelling, die in hoofdzask afkomstig is van
4L, Hurwitz (Vgl. [5] p. 119),
Stelling 6, Laat de functies f a{z) (n = 1, 2y 3,...) regulier zijn in
een domein D, gevormd door een enkelvoudlg samenhangend gebied en zijn
rend. Laet £ (z)- £(z) uniform in D. ILaat tenslotte f(z)io
Nu geldt: een 1nwend1g punt z, van D is alleen dan een nulpunt van f(z)
1s z, de limiet is van een rij nulpunten {Zn/i ( n(’*”m} .0 V0OT n>na)
rreciezer geldt: z, is alleen dan m-voudig nulpunt van f(z), als er m
rijen nmulpunten {*nli lkn&} N {kh.mf near z, convergeren. ( (f(',w) o]
voor nxn o, i =1, 2,...,m§ z,.en z, . zijn voor i# j steeds erschll—-,
lende nulpunten van £ ( z) - niet noodéakellgk verschillende punten).
Is.z, m-voudig nulpunt van f(z), dan geldt uniform in D

(2.1) )= ) ) T (2-2,0) = 5} = f&)/(z 2,)"

He'b eerste deel van de stelling is een eenvoudige toepassing van de
stelling van Rouchés wat het laatste stuk betreft merken we op, dat er
ren cirkeltje C om z, bestaat, binnen D, waarop geen andere nulpunten
liggen van f(z) dan z,, Voor voldoende grote n van T (z) dus geen an-
dere dan z 1’“"an InD - C, zal gn(z) uniform naar g(z) conver-
geren; wegens de maximum-modulusstelling dus ook op L‘,

Wij zullen enkele malen de product: stelling van J . Hademard ge-~
bruiken (Vgl. [_53 De 251) '

Stelling 7. Als f(z) een gehele functie is van de orde (£} ? d.w.z.

+£
(2.2) f(z) = 0O e“ﬂ? ) Vvoor elke £ >0,

mé’s z = 0 als m-voudig nulpunt, en met niilpun’cen $0 2, Zyyeeey
z§, dat voor een zekere gehele k>'1 ' L
(men kan altijd d@ ?-f-/ k{ézen), dan heeft f(z) de kanonleke repre-—

sentatie. 2 S
LIZN # RY 252 >+ /(/f—/)f
(2.4) &) = eP‘Z) i // (1=%/%)e % A

waarin P z) een veelterm is ‘van de graad < o
Onze bewijzen zullen in hcofdzaak berusten op de volgende stellwg&n

van E, Iindwart en PEL Pélya, die wij hier geven in een vorm ozxgeveer vai
P. Montel (vgil. 31). _ ‘ |
Stelling 8. Als de rij veeltermen

(‘2,55):‘}',:4, »9;;@:) ~‘ //’/ (- k/z,,ﬁ) X (z,,/,;éo) [m*/f,., :
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VOor een zekere gehele k2 1 d>o, M}O voldoet aan de voorwaarden

‘<:2,6)“ lg5 (1 <2, lg @)\<d, ? @)RQ/,)(,?:%“JJ
(.7 | ; {zn ,-—ﬁ, < M, (n =1, 2,...),

~dan bestzan er conétanten B en C zo, da’c

- (2.8) , [gn&,} B eC’J" , (vdor alle n en z),

Stelling 9. Als alle nulpunten Zpp VED de gehele functies g, (z) £0
zijn (n = 1, 2544.), als (2,7) geldt en (2.8), en als de rij {/gh,&:)g
» conVeT'geer'h op een puntverzameling E met tenminste één eindig verdich-
t’clngspunﬁ dan convergeert{gn(z)g uniform in elk e:\.ndn_g domein, De
limietfunctie g(z) is dus geheel; hij heeft de gedaan‘be

(.9 g P) T (/- t/e) /iy # R IG A en w 15T k) 1

waa.rin P(z) een véelterm is van de graad £ k, en Waarvoor (2.3) geldt,
% Wij willen Polxa S bewijs (zie [z_']) voor deze gedaante der stel-—
flmgen geschikt maken. Wij gebruiken de volgende zeer eenvcudlge lemma's,
Lemma 1. Voor alle complexe w en vaste 'eizele k 21 geldt 2

; , w/l + &%, {-m+w~“ e _ tel

(2.10) | (r-wy e " 7572 /& ZB RS eE'f !

3
E een congtante,
Bew:t.as. Beschouw afzonderlijk de gevallen{wl<1/2k en| w})’lék
Lemmg 2, Als

(211 - L11) = 1404, +~-+»«1pz<r 7’(/~w/m~,) e
dan is
(2.12) r:: <&

Cw’*@z’w’ e

een veelterm in a,, a_z,..., g
Bewijs ven stelling 8. U:Lf"lemma 2, toegepast op gn(z), volgt in

‘.VVerband met (2.6) dat o J

(2.13) | Syl k} 58 }4 Z zpE

voor zekere constanten T{} en alle n (J 1, 2,...,k~1) U:L’c lemma 1

: =i

volgt nu in verband met (2.7) fﬁ(&,jx*'“*‘%k : )+ é/‘“zf

1 gm0l =| 77 (hx/z;,a)l e
K : ’/" x| %
(2.10) L f?,,(z/} e ’lz’ foes 1N EM ('n 42, 0]

Uit (2 14) volgt (2.8) | |
Wgs van stelling 9. De r13 Lgn(y} ?; is Wegens (2 8) uniform be- .
grensd in elk elnd:;.g domein, Daar {gn(z} 3 capvcrceert op E convergesa*w
(z)} volgens de stelllng van Vitali uniform in elk eindig domein.
Da llmietfunc'tle g(z) is dus geheel; hij voldee’c ‘aan dezelfde ongell;(L_(ﬂ'
he:.d (2 8) als de gn(z) g(z) is dus van de orde (( )k s




-6
Laat g(ﬁ)#O Dan is 2 = 0 geen nulpunt van g(z), omdat er anders
Ken rij nulpunten Zay) (g,,(z,",) = 0 veor n32n, ) zow zijn die —>»0, hetgeen
nmcgeli;jk is wegens (2,7), Leat de nulpumen ven g(z) zijn Zyr Zgsess
le {’&mf {i'm f; tes e rijen nulpunten der g”(z) zijn die resp. con-
ergeren near z,, Zgyress (vgl. stelling 6) dan geldt voor el}ce P
Wwegens (2.7)
(2.15) ’g:P 2,.! - E. M"/’ =$ M
, .y &0 f’i
‘&t wil zeggen: (2.3) geldt.
| Toepassing van stelling 7 voltooit het bewijs.
#e geven nu enkele toepessingen ven stelling 8.
tellinp; 10. Laat V de verzameling zijn van d: nulpunten der veeltermen
41(95) (n =1, 2,...). 4ls er cen punt & is, van wearuit men V ziet onder
en hoek /3'(??’ terwijl voor zekere constenten 4, s d
(2.16) o< 4, ¢ j(é"Kdz > ‘m,’é')k/,a, (n= 12, o),

fan zijn er constanten B en C zd, det

52-17) {f:(zﬂ < Be ‘ 'I'“') (voor alle n en z)

' ewijs. Door een beweging kunnen we berciken d=h ) 0 ecn dat alle nul-
punten Zppder £ o{z) liggen in de sector '?’I ) /‘H 20, [rg 2] € 1/’)
feat mu g (z) = f (z)/f (0). De veeltermen g (z) hetben de gedaente (2.5)
Bn ze voldoen =an (2.6) en (2.7) met k = 1. Wa’c betreft (2.7) blijkt dit
Bls volgt: 'I,,’ &€ S{/?)) dus

] (ff»;) = | ”nﬁ | exo (‘“j 'x'»,t) *»/: "‘"‘fﬁ)

!

!

&2.18) {L ‘ﬁ'n}‘ £ S&‘ci"ﬂ 52( f(w/aw

- Sec £8 UF(~gi0) < sec zﬂ (de /), (m=12,:)
wegens (2.16). Uit stelling 8 volgt nu, dat (2.8) geldt (k=1). Hieruit
wolgt een dergelijke ongelijkheid voor fn(z). Door een beweging in het
-vlak geat de vorm ven de ongelijkheid niet verloren,

telling 11. Leat V de verzameling zijn van de nulpunten der veeltermen
n(z) (n =1, 2,...) 4ls er een punt }, is, van waaruit men V ziet onder
jen hoek I, terwijl voor zekere conﬁtamten dss d g

(2.19) o <a§,<1§,(¢/3<afz> 1 4,c0) <y [l 1<de 5 (n=h2,00),
dan zijn er constanten B en C 20, dat 7 '
(2.20) {54’&’}5 g&Cma , (meor slle n en 3z) |
ewiis Door een beweging kunnen we bereiken dat L’:' 0 en dat alle nul-
\- ten z,, der f (z) liggen in het halfvlek ¥(z)> 0. Leat m g (2) =
z"'/f (5), De vwltemen 8y (z) he bhen de gedaante (2.5) en ze vol-
Den gan (2,6) en (2.7) met x 2., Wat bvetreft (2.,7) blijkt dit als
nlgt (vgl. Szasz [4]). Wegens lemma 2 en {2,19) bestaat er een con-
,ww d& 76 ﬂat ; '
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I(Ioemex)l we even % ;, = 7\,9 fno’/uﬁ [R/b 2 0) , dan vinden we uit
2.21

, Sz I +>:/¢,, 2IN-{s oS
(2.22) 22 3/,) * Z‘-u(/'";-'“‘“/ P = |
=2(8 Tl Eafl<adf, (nas2e),

Uit stelling 8 volgt nu, dat (2.3) geldt (k = 2). Voor f (z) geldt
dus een dergelijke ongelijkheid; ook *fmg ne sen tw ansforma*ble
z’ = az + b, fal = 1.
Opmerking, Uit § 5 volgt dat een stelling zoals 10 of 11 niet gel—-
dig kan zijn als men V ziet onder een hoek > 7" ‘
We noemen tenslotte de volgende senvoudige hnlpstelling,
'Lemme. 3, Als enerzijds I Y N
(2.23) | te)=e 7 U7 i
wazrin de reeks convergeert in C{r)(lz{{ =), en als anderzijds
uniform in C(r) , o | S
(2.24) 7’(2) zﬁi»m fn&}.) | 4‘4«6“‘/ = /f: (7~ 2/’*'1;/32‘ > (t&/o #0/, |
dan is v ‘ 5

'(2.25) ' Cs = lirn -4 L &%‘; ) //“ ‘31 )
4 n-360 {;i 1"5"3:, !
Bewijs. In C(-L r) convergeer'h log £ (z) uniform nasr log f(z)
~hebben dus &mz Cy als (s de co&fficiént is van zdin de ,
Vmachtreeks vogr &m. %(z) Toepassing van 1emma 2 voltooit het bewijs.

§ 3. Sector met Openlng g?f en halfyvlak, behancield met zwak’aere con—
vergentievoorwaarden. We bewijzen voor de sector s(e) (\ \2

|ere 2| g o ) de wvolgende uitbreiding van stelling 2 (en 1).
Stelling 12‘ Als de rij veel‘cermpn {f z)} voldoet asn (Zm) (Zz
‘waarin 0 £ X <7, en aan , e
?;(sz)i_f (z)j convergeert in de punten van een verzameling E met een
‘eindig verdichtingspunt; als de limietfunctie £{z) van {f (z) f op B

0 is, bestast er ofwel een punt t_, dst niet behoort tot S(o() - 0, zé’, i

2§ voor zekere constanten das rsn dg
7

) o<\ hLEN< , If & <dy , (n= /,z,,,,)-

4
el cen punt g ?t. 0, arg @‘,_,-zuzo,ddat vooT zekere constanten d,en Q
“,9<d‘<lﬁ(§/1<‘2{2> l?i;(f*;o <Q/’> 2’%(5"<¢! 2(""‘13)'
geld’t (C,) steeds als de limietfunctis £{z) op EF0 isi f(z) is
altijd geheel; hij heeft de gedaente (1.1} + (1.4). o
mgekeerd is elke gehele functie £(z) van de gedaante (1.1) + ('3 ok
,.(1,,3) de unlforme llmiet in elk elndlg c‘iomein, van een ris ‘feel* o
ermen {f (Z)} die aan (Z,z) ~(Z ) voldoet L e \
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Bewijs., We beginnen met het directe gedeelte. ILaat f(z) %O .

(1). Ieat § = 0. Dan geldt (3.1). Uit stelling 10 volgt dat (2.17)
geldt, uit het bewijs van stelling 10 (zie (2.18), 8= ) volgt dat
(2.7) geldt (k=1). We kumnen dus stelling 9 (k = 1) op de rij {fn(z)f
’coepasgen. We vinden dat (C/) geldt, en dat f(z) de gedaante (1,1)
heeft met m = 0, & |4p|7< o0 . Dat zp € § (o )  volgt onmiddel~
lijk uit stelling 6, ‘ _

- Rest te bewijzen -4 € S@(},Lemma 3 (§ 2) geeft

(3.3) e-Z 4/ :V&W*Z’X-f,

zorgt men dat 4,, - % 7 /’ %> 00 e !
PEITE TS N T 7 (vgl. stelling 6)

dan heeft men -

(3.4) S ) = L R
?/‘7 Q/a N> oo 1?25'/3 t"/
1

| ' ~/ o
;Bij gegeven £>0 %an men P zo groot ezen ;iat Z/,>/J ?p = 96)}?9‘.‘1‘:"-
Jit (3,3) en (3.4) volgt dan : ‘ '

(3.5)  —q rE = Liow ZP :{',;/‘
, = ©
Daar het rechterlid van (3.5) in S}g) - ligt, moet = -~ & S@(/}

(ii) AlsEniet € S/} geldt (3.1); men ziet S(oX) uit & onder een
hoek /3(77’ . Uit stelling 10 volgt dat (2,17) geldt. Uit het eerste
deel ven het bewijs van stelling 9 volgt dus, dat voor {fn(z)}' (G,)
geldt; f£(z) is dus geheel, ILeat nu z = 0 een m-voudig nulpunt zijn van
f(z). We kunnen &ls in stelling 6 een rij veelbtermen En(2) constru-
eren die uniform in elk eindig domein naar F(z) = f(z)/z"”convergeert,
terwijl Fn(o) #0 (n=1, 2,.,.)s Daar ook P(0) 3 0 voldoet ~{Fn(z)§
azn de voorwsarden van stelling 12 met 2;‘: 0. Uit (1) volgt ma dat
£(z) de vereiste vorm (1.1) + (1.4) heeft. :

(iii) 4ls 15; # 0, arg & =2‘2’iok geldt (3.2); men % S(o¢) uit
& onder een hoek Y. Uit stelling 11 volgt dat (2,20) geldt, Uit het
eerste deel van het bewijs van stelling 9 volgt dus, dat voor '
tfn(z)i ‘(G/) geldty £(2z) is dus geheel, Zie verder (i1),

We bewijzen nu het omgekeerde deel van stellihg 12, Als £(z) =0
voldoet fn(z) "=n, Stel £(z) ?"3 0. Ur;iformi in elk eindig domein geldt
(3.6) f@; = dom A (/f.a,z/n)"’?;(/*'%/%)'

Dear -# € S )gﬁﬁeﬁs‘ogy‘) liggen alle ﬁu‘lpur}fgen ven de veelterm in
het rechterlid in Sg&). e | , |

Wij bewijzen nu een overeenkomstig resultast voor het halfvlek
S(f7), dat een uitbreiding is van stelling 3 en 4 (met G/ ). 5
Stelling 13. Als de rij veeltermen {£,(z)} voldoet sen (Z,) = (Z,),

en san (Cq ),_.égn(z)fgonmrgeer@in de gfu‘nten van é‘en’w‘rerkzameling E ,me<§: o
‘een eindig verdichtingspunt; als de limietfunctie £(z) ven {fn(z) }
op E io“is;‘bestaaf’s &r een *pfmv;g; dat geen inwendig punt is van
s(7T) 25',‘ dat ivao:;' zekereconﬁtan‘ﬁen&/end,z T i
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3.7 o<d, < f,(gp <, f]//@ <¢l, /b=l < (=12, <]
dan geldt (G ) steeds als de limietfunctie £(z) op E#O is. f(z) is
dus geheels h13 heeft de gedaante (1.5) + (1. .6).

Omgekeerd is elke gehele functie £(z) van de gedaante (‘1 5) +
+ (1.6) de uniforme llmlet, in elk eindig dowein, van een rij veelter-
men {f (z)g die =an (2/3) (4.3) voldoet,
Bewijs. Stel £(z) ‘TEO We beginnen met het directe gedeelte, Als in
het bewijs van stelling 12 blijkt, dat we ons tot het geval é" = 0 kunnen
beperken, Uit stelling 11 volgt dat (2,20) geldt, uit het bewijs van
stelling 11 (zie (2.22)) vblgt dat (2.7) geldt (k=2). We kunnen dus
stelling 9 (k=2) op de rij{f (z)i toepassen. We vinden da’a (C ) geldt,
-en dat £(z) de gedaante (1,5) heeft met m = O, W :k/,)

Dat  2p E S is duidelijk, -
"~ Rest te bewijzen dat I 3/)’,(";:) convergeert met som (—-—&?(&)en
dat 20 is. Zorg weer, dat -{,...,,}) {prf _convergeren naar

ZyyeessZpe Dan geldt wegens 2(?, o) 2 0 en lemma 3 (§ 2)

(308) -/ : - '

T BO5) <l 5 Bfes) < Lo T8 7)) <= 07
‘DaarP in (3 8) Wlllekezi)rlg Is en 5}’ [r' >(;g,e1d‘b 2 53 (% ‘“y conver-—
~geert met som L—=03a). Uit lemma 3 volgt verder

| -~ -2

(3.9) 4*‘{422 "‘?"& “gm%«w.

'Bij gegeven £>0 kan men P zo groot Kiezen dab

(3.10 ’ -4 X <7/,
( ) . “gf")}é: .549_2;{”/36{’9” > '19.,

(Vel. (3 5) ) Lazt nu k,,}’ »x,y, # g,a{?’/b ('k >o)We schatten als volgt

Y(3.11) -—Z z“‘ =¥ 9',7,9},’(,,, 7‘-2' {95711/ xn,a}%yz’v/} Sv‘\ﬂw

/:>P G
(3.12) | {W(Z!?v’f‘?‘a))‘znp }Z Tafo ?b/o’

'Als p-3eo zal l'ﬁzn},lﬁﬁﬂ dus het max. in (3,12) zal ->o, De som in

(3.12) is begrensd: £ Jf(z,,“"h (}f(,a,} . Hieruit volgt dat
,&S_‘z—) 0 ( /D~—) ab). Voor voldoende grote P VPI‘SChl}.t‘ b Wlllekeurlg weinig

‘ A >0,
vandE S/; daar S/>Omoet b2 0

, We bew13zen nu het omgeké%de geaeelﬁe, Unlform in elk elndl domein
~geldt:

z
G f@ 4; p 25t 6 // [)-n/x /e’*/*{,
en, ,Q,-,p-z 2/9 fﬂf, stellend, |
(3.14) /,412 &m(/fdzx/fé)’é

Dasy szq,) ,‘&QJ ,«.ZJY }4@)4(0 hebben de. veel’bermen achter
de limiettekens in (3 14) alphun nulpunten in 8(7"),. U:L‘c (3 13) en

(3 14) volgt het ge:s’fa:,( V‘;“de, Ll e TG

. ¢ ,,{z f&m«(l/f* 4@2/1&)

O
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§ 4, Domein "asymptotisch ovéreenstemmend" met een sector <7 . .

c(r) betekent weer de eirkel [z/ <r {r > 0), 8(®¢) de sectorlzl 0,
jarg b4 \{ 5 % 0 (X3 0). Onder T=T(& ) verstaan we een oneindig domein
(sebied + rand), dat “asymptotisch met S(X ) overeenstemt'. D.W.z. O
is de onderste grens van de getallen /'2 , wazrbij wen C(r) bestaat zd,-
dat T - T x C(r) C sS(A), en & is téegoiijk de bovenste grems van de
getallen > ¢ waarbij een C(r) bestas’ zo, dat S(§)= S(¥)x C(r) C 7.
De halve strook R(z); 0, ]I(z) ] < 4 is cen 7oorbeeld van een T(0).
Wij bewijzen nu de volgehde uithreiding van stelling 12«

Stelling 14. Als de rij veeltermen i:ﬁn{z )g‘ voldoet aan-:

(ZM) ‘alle nulpunten van fn(z) liggen in T{X) (n= 1,2,3,¢¢5)

waarin : - _
‘:\(4.1) g 0 L XL T

en aan ‘ |

(C,f,) {f (z}} convergeert uniform in ee¢n C(r) met een r zo groot,
dat C(r) een inwendig punt heeft dat niet & T(), van waar uit men
T(X ) ziet onder een hoek <7, '

of aan de zwakkere voorwaarde . ,

(C,,;} gf (z)} convergeert voor z € I, vwaarin E een Veraamellngls
met een eindig verdichtingspunt; als de '11m1=,tuznct1e f(z) van {f (z)}
op B #O is, dan bestaat er een punt £ , niet 1nwendlg punt van T(X),
van waar uit men T(o() ziet oncler een hom: <.9< 7~ [(f?—- /, terwijl
(4+2) o< d, < If,(d)l< 4 , [£(5)]|<

((4:3) o< d, < if,,,(é)k da , Mae)l< o s I{m:) < )
yoor zekere c¢onstanten d,!, d2 en alle n {eventueel alle n )no),

bdan geld‘b (C,{) steeds als de limietfunctie f(z) van ,ifn(z)i op C(r),
‘resps B 7=§O is. f(z) is dus geheel; hij heef% de gedaante

(48 Ao T a™ T'r(/..,-—z--)

waarin o -/ i
(4+5) —a € 5[Q’/ ,mgeheel> Zf.é 7?0( ;;Z)Zf‘ < =0
Omgekeerd is elke gehele functie van de gedaante (444)+(4- 5)+(4- 1)

de uniforme. llmiet, in elk eindlg domein, van een I‘i;l veeltermen die

aan (Zm )} voldoets

Bewijse® Stel f(z)%‘: 0+ We beginnen met het dlrecte gedeel“ce- Uit (C,., Y

volgt dat er een punt & is in C(r) met £ ( &) s 0, dat aan de voor-

waarden van (C ,4 ) voldoet (zelfs met ¢9<7)° We kunnen ong dus tot |

(¢’ 1y ) beperken- Precies als bij stelling 12 "bew‘;;st mer uit (C )

dat (C4) geldt* £(z) is dus geheel- | nils
Laat nu c((ﬂ( 75 ' Bepaal R zo groot, da’c o - '.E % C(R) C S(ﬁ)

Als O(m keer) ; z.,,....zp de nulpunten zijn van f(z) in C(R) kunnen we

op-'de wijze aangegeven in stelling 6 een Tij veeltermen fF (z)} con- ‘,

strueren die uniform 1n alk andlg dcmem convergeer‘t naar : T

E‘(z) f(Z) / E TT Ies/a b 5 terWi;;l F (z) geen nui;punten Sl

=

|
%
s
i
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heeft in C(R)(n= 1,2....)- Op éF (z)} kunnen we nu stelling 12 toepas-
gen met /9 in plaats van 4 + We vinden da’c f(z) de gedaante (4+4) heeft
met - & € 545/ m geheel 2-0; Z ]Zpl <°0~ Dat z € (X)) volgt
ormiddeliijk uit stelling-6- Daar /3 willekeurig dicht bij & kan worden
gekozen, moet -a € S/) . Ook (4-5) geldt duse

En nu het omgekeerde gedeelte* Als z = 0 nulpunt is van £(z) moet
0 € T[c(} .z E-T(O(), dus alle nulpunten van gn(z) z0 77 (1-z/z )

behoren tot 'l‘(o( ), en g, (z) -—7 2" ; l (1~z/z ) um.form in elk eindig

domein* Tenslotte is e 2% 1inp (1+az/n) de uniforme limiet, in elk

eindig domein, van een rij veelgermen waarvan de nulpunten(voor %) .)

alle in T(X ) liggen, steeds als of = O of als -2 €& S//’/met }’<cx’-

Als arg(- a): + % X (X>0) kunnen we eerst €>%-benaderen met funeties
a,x .

N2 y 4> a , —a, € S}/ met f<ore

§ 5. Sector met opening > 7 ., Laat de rij veel‘cermen{f (z}i voldoen

- aan

(z P ) alle nulpunten van f (z) liggen in .5‘/0(/ [0(777:/ n=/2,3 )
en aan (G ). Wat kunnen wij zeggen over de limietfunctie f£{z) van{f (z)}
in C(r) 7 He‘b zal blijken (voorbeeld 2) dat f(z) niet geheel behoeft te
zijn. Dit is misschien nnverwacht)gezmn de stelling van Jentzsch (zie

[ 5] p. 238) die met zich brengt dat een machtreeks in z, met positieve
nvergen‘biestraal, waarbij de nulpunten van de partiele sommen alle
iggen in een sector 5-[0(/ met opening 0(<27E' noodzakellgk een gehele
ctie voorstelt. .

Laat dan {f (z)} aan (Z 5 } voldoen en aan (C ). Dan is f(z) zeker
eheel. Wat kunnen we zeggen over de orde van f(z) ? Uit voorbeeld 1
blijken, dat f(z) de orde oneindig kan hebbens-Ook elke eindige

rde k ( k geheel 2 /) kan veorkomen (-voorbeeld 3)+ Dit leidt tenslot-
tot de karakteriserende stelling 15+

oorbeeld 1. De functie ,eZ

5+1) " . f(2) = &

s de uniforme limiet, z.n elk eindig domein, van een rij veeltermen

At (Z)} die aan (Zlf ) voldoet- |

e* ) -
eﬂ"‘&%w. [/+ .....) |
z oo & ¢
/+__€/5 = /z %P*E/M /[Z*’éf/s" /cc/ ’
o G by pmifTT i 2222250
Er g—0e | i ~ | , ; iﬁf 6/’7"/
5224—1’/;1 .
s Lo

Sz,, %Rz

o rS
€ e

lzil o
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Om een benad% veelterm f (z) te vinden, die bv' in C{(n) minder dan
1/n van £(z) afwijkt, kleze men eerst J)O klein gehoeg en p groot
genceg, dan g groot genoeg en tensl otte ® groot genoeg‘ Neemt men dan
s nog zoveel groter, dat de nulpunten {;-—p + (p - 1685 ) f /4
van de veelterm in 't redhterlid van (5.4) in S8(X ) liggen, dan is de
zaak in orde.
Voor’oeeld 2: De functie

(5.5) 7[[2/.. exp {[4?/2« /) 't

is de uniforme limiet in C(r) (r </ ) van een rij veeltermen{fn(z)}die

aan (Z 5 ) voldoet.

i Immers, door de substitutie z — k =z volgt u:ﬂ: roorbeeld 1 dat

exp (CAZ) (k geheel, 2Z /) de uniforme llmiet is in |z + 1] L<r

van een rij-veeltermen die aan (le ) vekdoet., exp ( e“z ) is het

dus in C(r). Maar dan is ook het in C(r) uniform convergente product
k37 8%P (e '("[z"v') Y= f(z) de uniforme limiet in C(r) van een

rij veeltermen die aan (Z,¢s ) voldoet.

Voerbeeld 3. De functie g k

(5.6) f(z) = ( b complex, k geheel > -/) |

is de uniforme 11m1et3 in elk eindig domeln, van een r13 veeltermen

{f (z)gdle aan (2 /5 ) voldcet®

Immers, uniform in elk eindig domein geldt

‘ 624 . Sz2 4 €&z
(5.7 £ z:/ém e Zg,yp [@2 e );
§yo,e40 |

S . Lohe €2
(5.8) £¥p [5zke£)f qu, [/+ 7 }

A

27

Volgens de stelling van Hadamard geldt Verder

G+ 67’; %Z | 427[“ 2)*@ "’.

N

Hierin zijn a en z natuurll;}k a.fhankel:t;}k van 6 en Z . Bi,] vaste -

£ 70 kan men echter q zo gréot kiezen, da:b de nulpunten zZ_ van (‘5“;
alle in S( X ) liggene Immers, laat zp x + i ¥y een nulpunt gian ven
(59) met X<0 » Dan geld‘b bz.ke. / ~ q of, ]q/b[1 ‘tkstellenéi
(t>0), (£ + y9)Fe -;t"

;Hlye%c'u:l.‘b volgt { f . [Z) f t& -Eel'—-.ZEX é/

dus

(5 +10) o 12

. ‘2; .




Als q, dus t, nvoldoende groot is liggen alle zp dus in S(e() -

Tenslotte geldt uniform in elk eindig domein -

' Z , az ) 5
(5+11) edz n[/"‘ "‘Z';)—e /’ - ‘ff};y:; e P/:Z( £ »
en, a + p%; Zf = 4, stellend,

«@
(512) 0%, %% _ 4, §/+ gz + L } ,

w0

waarin de veelterm  in het rechterlld voor voldoend grote u zijn nul-
punten in 8¢ ) heeft.
-Stelling 15 Nodlg en voldoende, opdat de gehele functie f(z) de uni-
forme limiet is, in elk eindig domein, van een rij veeltermen fn( z)
waarvan alle nulpunten liggen in Sted) (&{>7 n = 1,’2,...)) is dat alle
nulpunten - van f(z) in S{eX') liggen- .
Hewijs+ Dat deze voorwaarde nodig is, is evlden‘t (stelling 6). Eij
is ook voldoende. Volgens de productstelling van Weierstrass kan men

namelijk schrijven | 1, x "("
24 .:“'T:._ foo At
(5-13) f/Z/x € ‘P; //" }/-‘/e Gl 75

‘waarin. g(z) geheel is en het product uvniform convergeert in elk eindig
domein. Wil men nu de veelternm f (z) 7o bepalen dat hij in C(n) ﬁ)ena-

ideren door e?" maal een elndlg ;i‘oduc+ ( &, (z) een veelterm), dus
*door
. y [z/
(5.14) € - £
F"" ,
zeg, b (z) een veelterm. 6 5("(/, en uit voorbeeld 3 volgt dat men
ef'*(z) in C(m) zo goed.-men wil kan benaderen door een veelterm met

al zijn nulpunten in $(&(). Dit voltooit het bewijs.

minder dan 1/n van £(2) | verschilt, dan kan men eerst £(z) in |
c{n) ' | | |

-



™

.

! o~
§ 6. "Dubbelsector” met-opening 77 en domein asymptotisch daarmee

svereenstemmend. Strook. Door een eenvoudige kunstgreep (voor een deel
te vinden bij Lindwart en Poly__ L..Z kan men het directe gedeelte van
stelling 5 afleiden uit het gevalX= O van stelling 2. Uit het algemene
geval van stelling 2 (die in de dcor onc tewezen stelling 12 begrepen
is) volgt op dezelfde wijze het directs ‘gedeelte van stelling 16 over
de "dubbelsector® %[oé/ die de som ig van de tegenover elkaar liggende
e lmg xf< b, Jepei< g, (R120)
Stelling 16+ Als de rij veeltermen {f (z) Y voldoet aan
(Z ) alle nulpunten van f (z) liggen in Afx), (n= 1,2,+*),
waarin
62y 00 0L x< 7o
en aan {C, )= (C, ), dan geldt (C, ) steeds als de limietfunctie £(z)
van {i’ (z)} op C(r) %.O In elk geval ’L“ f{z) geheel; hl;} heeft de ge-
daante (6,3)  Ae ™7 - “)e 2 ) waarin
(6+4) ”gesfd) y m geheel > & ; 2p ( f/"\o(); Z ]Z/?/ < 0.
Omgekeerd is elke gehele functis van o.e gedasnte (6°3)+(6°4)+(6+2)
Ede uniforme limiet, in elk eindig dom\-:m, van sen rij veeltermen‘tf (z)}
die aan (Z,4§ ) voldcet- " -
ew:x.g . (dlrec‘be gedeelte) * ILzat f(z) -+-O We mogen dan wel £ (o)._ 1,
- f(0) = 1 onderstellen® (Verw:.,}der sen evenitueel m~voudig nulpunt z = O
~van f(2z) als in stelling 6)* Definiesr nu g, (w) als volgt:
sn(zz)g f (z) f (-z) De veeltermen g, (W) "xe‘ﬂ’oen al hun nulpunten
Wap = Z"‘P (z nulpun’b van f (zﬂ in ('w/ . Bovendlen conver~
geert gn(w) unlform in G(r )i Daar 2K L T volgt nu uit het be-
WiJS van stelling 10 dat er een constante M bestaat zo, dat

;‘(6‘5> > zpl P2 2 Iy M (m= L2,0)

We passen nu stelling 8 en 9 1ce op {f (z)} (k-Z} We vinden dat
gy,{f (z)} voldoet a8n (G ) en dat f(z) is van de vorm (6.3) me% .
3 ]Z,! < o+ Dat z P é((o(/ spreekt vanzelf; rest te bewijzen

‘ 216 " :
f,ghoi{:(é(w) | ;[ZL/ f{Z/ {(-*Z/ f/“’/—‘* B\‘-’« /7//'—*&/) /é u"

g(w) 18 de uniforme limiet in C(r?% ) vanfz (W)} ¢ Uit ste}.ling 2

gt dus - 2b¢ § (20(); zodat -b € S/ . s
mgekeerde gedeelte) « Laat f(z):}é’ 0- Het oneindige product in (6°3)
eren we eerst door een eindig product¢ We moeten dan nog bekljkerx 4

. -5
ea2+4z;?mézz+( //z (X-N?)
| oo - ~
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Voor voldoende grote n liggen de nulpunten van [1 + {&,21“ 14'572%/'"'2{;1;
zeker in aﬁ/(ﬂ!oevoeging van 0 is nodig als b = O of steeds als -b op
de rand ligt van S/ ; als of = 0 is & redel)

Men kan ook stelling 12- voor een (nbrelgachcr "vertalen®, maar dat
wordt iets gecompliceerder® Wel zullen we svelling 14 "vertalen®, ten-
minste het gedeelte met (C,/&, ) Lzat Vo= Vi) een- oneindig domein
2ijn; dat "asymptotisch met [iftd,«i orercenstext?” Dewezs O is de
cnderste grens van de getallen ’4 wearbij een C(r) bestaat zé’, dat
V-Vx¢C r) C U(ﬁ), en ¢of is tegeliijk de bovevste grens van de getallen
/,2- O waarbij een @ {r) bestaat zo dat u(f) - u(/)x clr) C V- Wij
hebben
Stelling 17- Als de rij veeltermen { £ (z)fvoldoet aan
(Z’F ) alle nulpunten van f (z) _L?ggen in V{e(), (n= 1,2,+++),
waarin & aan (6+2) voldoe’s, en azn
(C ) {f (z)} convergeert uniform im een cirkel C(r) met een r zo groot,
dat C(r) een inwendig punt hesit, 4at iaverdig punt is van een do- ’
mein D, dat noch met V() ,ioeh met het 3w © (*ecp'i egelde domein m

~ van V(X) een punt gemeen heeft, en dat door de transformatie w = z =

-~

=

~ overgaat in een halfvlak(aan (C p 1 is zeker voldaan als r zo groot is
Cdat V() - W(X) xC (r-8) ¢ 5€g’m/voo,. een z ckere 5)0),
dan geldt (C; ) steeds als de limietfunctie £(z) van {f (z)} op
- o(r) %O ise f(z) is geheel en van de ge u.aan+e (6+3), waar:m
- (6+8) b€ 5[0(/ m geheel 2 O z, ¢ Tiod “C/a ( Qo «
Omgekeerd is elke gehele functi \un de gedaarrt;e (6°3) +(6° 8)
(o< x<L 7{- 7C ) de uniforme limie"c, in elk eindig domein, van een rij
%veeltermen die aan ( Z,) voldoet®.
Bewijs. (Directe gedeelte). Laat als bij stelling 16 £ (o)e.-. 1, £(0) =1
g (zz)= f (z) f (-—z) Alle nulpunten Wpp = z.,JP (z,,,, nulpun‘b van
‘) (w) 11ggen in de T(QOC) gegeven door de punten w = z? ’
CAL {gn(w)} convergeert uniform in C( r”); C{r*) heeft een:-in-
wendig punt 2? van waar uit men T(20() ziet onder een hoek g 7T
Volg—'*ns stelling 14 convergeertfg (w)'('dus uniform in elk eindig domein-e
Baar alle nulpunten w,, van g (w) met voldoende grote modulus in
5 (9./5) liggen (ﬂvas‘t,2ﬁ'< 2/)4(%) en de limietfunctie g(w) van
~~{gn(w)} geheel is, geidt (6+5), 2ie verdar het bewijs van stelling 16,
irecte deel; in plaats van op stelling 2 doe men een beroep op stell:mg
~om te bewijzen dat -b¢& 5\40

Omgekeerde gedeelte)+ Vgl< de overeenkomstlge gedeelten van de 'be—-'
ien van stelling 14 en 16°

e vertaling van stelling 14 met (C v } wordt me te ingewikke‘ld.‘; ,

oem ik het:.volgende bljzoudere g,eval, waa.rbi;l nak 1n het Omgekeerde ;
lte & = O. V



Stelling 18. Als de rij veeltermen {I (z)ivoldbet aan

(z,9 ) alle nulpunten ven f (%) llggen in de strook [I(z) < A (42 C -

152004) s :

(C,3 ){f (z)} convergeert in de pumten van een vers amelmg E met een

eindig verdlchtlngspun’s; alsde limietfunctie f(z) van 2; (z)fop E#O

is, bestaat er een punt g da‘t geen 1nwend:|.g punt is van de strook 2o,

dat voor mkere constanten d, en a o .

(6.9) o<d, < Ifn(é)]<d, )zlﬁﬁ;/k 4, 5 If- @/Ka’ (n=172

dan geldt (0,) steeds als f(z) op E £ 0; f(z) is dus O"eheeu hij heei’t

de gedaante (6.3), waarin | T2/ 1< 4, 2 1z, % e, g uu’/(so
(6.2 | 2abg 3‘(4/4-2' J(Zp}\__z >0

Omgekeerd is eg.t Gnetie van de gedaante (6.3)+(6.10) de um.forme
limiet, in elk eindig domein, van een rij veeltermen if (z)} die aan
(z,7 ) voldoet,

Opmerking, Een bijzonder geval van stelling 18 werd als een vermoe-
den uitgesproken door N.G. de Bruyn [1} Dit vermoeden werd de aan-
leiding tot dit artikel, -

Wij laten het bewijs van stelllng 18 hier weg. Wij merken alleen
nog op, dat men het directe deel van stelling 18 ook kan afleiden door
stelling 13 toe t¢ passen zowel voor het halfvick I(z)_>—4 &ls voor
het halfvlak I(z)< 4 (het eerst voor het halfv? ak dat Z niet als
inwendig punt vevat),

7

: /
§ 7. Dubbelsector met opening I ﬁof 2 2 7, We noemen eerat
Stelling 19, De functie 3 .4
(7.1) 2(z)= eaz+bz +CZ
1s dan en alleen dande uniforme limiet, in elk eindig domein, van een
rij veeltermen {f (z)} waarvan alle nulpunten €- 5([ 76‘/&15
(7.2) ﬂ[g/go 4, d reeel ZO. |

Met behulp van stelling 19 kan men afleiden ,
Stelling 20. Als de rij veeltermenff,(z)] voldoet san
(Z,, ) alle mulpunten ven £ (z) liggen in U( 17, (n~1 2:«-')
en aan (C,,)= (c, ), dan ge}_d'ﬁ CC,) steeds als d¢ limietfunctie £(z) |
van {£,(z)} 1in O(r) # 0 is; £(z) is dus geheels Bij heeft de yorm

{7’3) Ae dzf-éz c:z3+4’z% [7 [/“ 2)—8 +‘2ZP :z,.
(7:’,4.) é 6‘ [[ [ A T/ d.c. ﬁg/ z)p/’;c) Z ﬂ /2 A;onvergeer't: met som
i *zt‘ff[(f/ ; d reé’el,?o ’ mgeheel?& Eizlp[%

+dz




Omgekeerd 1s elke gehele functie van de gedaante (7.3)+(7.4) de
uniforme limiet, in elk eindig domein, vaneen rij veeltermen die aan
(z,, ) voldoet,

Voor een dubbelsector met opening > T/ geldt (vgl., § 5 ).
Stellirg21. Elke gehele functie f(z), waarvan alle n:lpunten liggen in
een U(a( ) met oD W, is de uniforme limiet, in ellk eindig dome? iny; van
een rij veeltermen f (z) waarvan alle nulpunten ligzea in U(C),

§ 8. k halflijnen., We beginnen met
Stelling 22, De functie i
o, z4a, 20+ A Z

(8.1) 2(z) =

is dan en alleen dan de uniforme limiet, in elk eindig domein, van een
ri;} veeltermen {f (z) } waarvan alle rulpunten behoren tot het domein
D', bestaande uit de k halflijnen arg z = j (27 7w [k, Izl > o,

(;}? 1;2...5k) als :

(8,2) 8y reéel €0 (k oneven)
8y reeel L0 a!k reéel (k even).

Met tehulp van stelling 22 kan men afleiden

elling 23, Alsderij veeltermen {*’ (z)} voldoet een

23 ) alle nulpun‘ben van f (z) liggen in het domein D! van stelling
(1’1 = 1 2,.-)1

en san (Caa)= (C; ), dan geld'b (G ) steeds als de limietfunctie f£(z)

|
’W&n{f (z)} in ¢(xr) #ao is, f{z) is dus geheel; hl:j heef‘b d;( vorm

(8.3) Aea’”“*aéz‘ mﬂ(a’~ —-~>e A (k»:}z“*'
wearin

(8.4) @,Quwé 0 fm?,u(uz( >0 ZPC—D ZZ <°@*

en als k even is bovendien

(8.5) (L:k regel .
Omgekeex'd is elke gehele ﬁm::tia van de gedaante (8, 3)+(8,4)+(8 5)

de uniforme limiet, in elk eindig domem, van een rij veeltermen die
aan (Z,, ) voldoet. ‘

Het geval van een domein D, gevormd door k wn.llekeurige halfllgnem
beginnend in 0, eist wat omzichtigheid. We noemen hier alleen |
Stelling 24, Is de gehele functie £(z) de uniforme limiet, in elk:
eindig domein, van een rij veeltermen{ £ (z)}waarvan alle nulpuntan |
liggen in D, dan is £(z) van eindige arde Qe ;

Last Wy, Wypae.w de argummen zijn van de k halfli:jnen. Ieat 8
het Xleinste na:buurlijke getal zijn, wearvoor de halflijnen met ng
M@n‘bs«n mq ,mg,,..*awk tot een saote:r me'k opening {’ T behown. e

2
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 Pn leat t het kleinste natuurlijke getal zijn, wasrvoor de halflijn%t
argumenten tw,, tW,,...tw, tot een sector met opening Tbehoren. Dan
geldi _

(8.6) . q £ nin (s, 2ty

~ (vgl. stelling 10 en 11},
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